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第一题 选择题 (每小题 4 分, 共 20 分)

1. 关于曲面方程−x2

b2
+

y2

a2
− z2

b2
= 1, 描述不正确的是 .

A) 单叶曲面, B) 双叶曲面, C) 双曲面, D) 旋转曲面.

2. 设有向曲面Σ关于XOY平面对称, Σ+为其 z ≥ 0的那部分. 则:
当 f(x, y, z)为关于 z的奇函数时,

∫∫
Σ
f(x, y, z) dx d y = ×

∫∫
Σ+ f(x, y, z) dx d y;

当 f(x, y, z)为关于 z的偶函数时,
∫∫

Σ
f(x, y, z) dx d y = ×

∫∫
Σ+ f(x, y, z) dx d y.

A) 2 2, B) 2 0, C) 0 2, D) 0 0.

3. 散度和旋度的类型分别为 和 . (标量 = 一个数)
A) 标量 标量, B) 向量 标量, C) 标量 向量, D) 向量 向量.

4. 如果
∑+∞

n=1 un和
∑+∞

n=1 vn都是绝对收敛, 则
∑+∞

n=1(un + vn)是 .
A) 绝对收敛, B) 条件收敛, C) 不收敛, D) 无法判断.

5. 微分方程 y′4 − 4yy′′ + 15x3 + 5xy3 = 0的阶数为 .
A) 1, B) 2, C) 3, D) 4.

Answer: ABCAB

第二题 填空题 (每小题 4 分, 共 20 分)

1. 重积分
∫ 1

0

∫ x

x2 g(x, y) d y dx在交换积分次序后为 .

2. 计算曲面积分
∫∫

Σ
xyz dS为 , 其中Σ为平面x+ y + z = 2在第一卦限的那部分.

3. 体积微元 dV 在柱面坐标下的表示为 , 在球面坐标下的表示为 .

4. 级数
∑+∞

n=1
1

4n2−1
的和是 .
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5. y′ − y = 2x− 3的通解是 .

Answer: 1.
∫ 1

0

∫ √
y

y
g(x, y) dx d y

2.
√
3/30

3. dV = r d r d θ d z dV = r2 sinφ d r dφd θ

4. 1
2

5. Cex − 2x+ 1

第三题 (10 分) 已知x = r cos θ和 y = r sin θ. 求以下偏导数x′
r, x′

θ, y′r, y′θ, r′x, r′y, θ′x, θ′y.
Answer: (4 分) 先计算偏导数

x′
r = cos θ, x′

θ = −r sin θ, y′r = sin θ, y′θ = r cos θ.

(2 分) 再求反函数 r =
√

x2 + y2和 θ = arctan(y/x).
(4 分) 最后计算偏导数

r′x = x/
√
x2 + y2, r′y = y/

√
x2 + y2, θ′x = −y/(x2 + y2), θ′y = x/(x2 + y2).

第四题 (10 分) 求由圆锥曲面 z2 = x2 + y2 (z ≥ 0)和平面 z = h所围成立体的形心. (即质量
密度均匀时立体的重心)
Answer: (2 分) 由于该立体Ω关于Z轴旋转而成, 因此 x̄ = 0, ȳ = 0.
(2 分) 令Dxy := x2 + y2 ≤ h, 立体Ω可表示为

√
x2 + y2 ≤ z ≤ h, 其中 (x, y) ∈ Dxy.

(4 分) 不妨设密度系数为 1, 我们有∫∫∫
Ω

dx d y d z =

∫∫
Dxy

dx d y

∫ h

√
x2+y2

d z =

∫ 2π

0

d θ

∫ h

0

r d r

∫ h

r

d z

= 2π

∫ h

0

r(h− r) d r = 2π
h3

6
=

πh3

3
,

∫∫∫
Ω

z dx d y d z =

∫∫
Dxy

dx d y

∫ h

√
x2+y2

z d z =

∫ 2π

0

d θ

∫ h

0

r d r

∫ h

r

z d z

= 2π

∫ h

0

r(h2 − r2)

2
d r = 2π

h4

8
=

πh4

4
.

(2 分) 因此 z̄ =

∫∫∫
Ω
z dx d y d z∫∫∫

Ω
dx d y d z

= 3h
4

, 该立体的形心为 (0, 0, 3h
4
).

第五题 (8 分) 计算第二型曲线积分
∫
L
y dx + x d y, 其中L为沿着抛物线 y = x2从 (1, 1)移动

到 (2, 4)的那段曲线.
Answer: (8 分)∫

L

y dx+ x d y =

∫
L

x2 dx+ x dx2 =

∫ 2

1

x2 dx+ x dx2 =

∫ 2

1

3x2 dx = x3
∣∣2
1
= 7.
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第六题 (12 分) 设Ω是空间一单连通域, 函数P,Q,R在Ω内具有连续一阶偏导数. 证明以下
四个命题互相等价:

a 对Ω内任一分段光滑曲线L, 积分
∫
L
P dx+Q d y +R d z是路径无关的.

b 在Ω上存在某一函数u, 使得du = P dx+Q d y +R d z.

c 在Ω内处处有
∂ P

∂ y
=

∂ Q

∂ x
, ∂ P

∂ z
=

∂ R

∂ x
, ∂ Q

∂ z
=

∂ R

∂ y
.

d 对Ω内任一分段光滑闭曲线L, 都有
∮
L
P dx+Q d y +R d z = 0.

Answer: (3 分) a ⇒ b. 在Ω内取一点A(x0, y0, z0), 由条件得, 对Ω内任意一点B(x, y, z),∫
⌢
AB

P dx+Q d y +R d z只与A, B有关, 而与路径无关. 令

u(x, y, z) =

∫
⌢
AB

P dx+Q d y +R d z.

因为

∆xu = u(x+∆x, y, z)− u(x, y, z) =

∫ (x+∆x,y,z)

(x,y,z)

P (x, y, z) dx

=

∫ x+∆x

x

P (t, y, z) d t

= P (x+ θ∆x, y, z)∆x, 0 < θ < 1.

所以
∂u

∂x
= lim

∆x→0

∆xu

∆x
= lim

∆x→0
P (x+ θ∆x, y, z) = P (x, y, z).

同理可证, ∂u

∂y
= Q(x, y, z)和

∂u

∂z
= R(x, y, z). 又因为P,Q,R在Ω内连续, 故u(x, y, z)在Ω内

可微, 因此得du = P dx+Q d y +R d z.
(3 分) b ⇒ c. 在Ω上存在某一函数u, 使得du = P dx+Q d y +R d z, 则

∂u

∂x
= P,

∂u

∂y
= Q,

∂u

∂z
= R.

又由于P,Q,R在Ω上都具有连续一阶偏导数, 因而

∂P

∂y
=

∂2u

∂x∂y
,

∂P

∂z
=

∂2u

∂x∂z
,

∂Q

∂x
=

∂2u

∂y∂x
,

∂Q

∂z
=

∂2u

∂y∂z
,

∂R

∂x
=

∂2u

∂z∂x
,

∂R

∂y
=

∂2u

∂z∂y

在Ω内都连续, 因此
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
,

∂P

∂z
=

∂R

∂x
,

∂Q

∂z
=

∂R

∂y
.

(3 分) c ⇒ d. 设光滑曲线L围成的区域为G, 根据Stokes公式,∫∫
G

(
∂ R

∂ y
− ∂ Q

∂ z

)
d y d z+

(
∂ P

∂ z
− ∂ R

∂ x

)
d z dx+

(
∂ Q

∂ x
− ∂ P

∂ y

)
dx d y =

∮
L

P dx+Q d y+R d z,
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其中L关于G取正向, 由 c中的条件得∮
L

P dx+Q d y +R d z =

∫∫
G

0dx d y d z = 0.

(3分) d ⇒ a. 对于Ω内任一分段光滑曲线L,设其端点为A和B. 任取区域Ω内从A到B的

分段光滑有向曲线L0, 且记L−
0 为L0的同路径但反方向的曲线.

若L0和L不相交, 此时L ∪ L−
0 为分段光滑的封闭曲线, 因此由条件得∫

L

P dx+Q d y +R d z −
∫
L0

P dx+Q d y +R d z

=

∫
L

P dx+Q d y +R d z +

∫
L−

0

P dx+Q d y +R d z

=

(∫
L

+

∫
L−

0

)
P dx+Q d y +R d z = 0.

因此 ∫
L

P dx+Q d y +R d z =

∫
L0

P dx+Q d y +R d z.

若L0和L相交, 可做第三条从A到B的有向光滑曲线L1, 使其与L和L0都不相交. 由已证结
果得, 沿着L1的积分和沿着L, L0的积分都相等, 因此沿着L的积分和L0的积分相等.

第七题 (10 分) 求以下两个幂级数的收敛半径, 并讨论在收敛区间端点处的收敛性.
+∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
xn 和

+∞∑
n=1

an
2

xn (其中 0 < a < 1).

Answer: 对于
+∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
xn: (3 分) 我们有一般项系数un = (n!)2

(2n)!
. 故

ρ = lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣ (n+ 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)

∣∣∣∣ = 1

4
,

即收敛半径为 4.
(3 分) 定义双阶乘记号

n!! = n · (n− 2)!! (n > 2)

1!! = 0!! = 1.

当x = ±4时, 级数一般项的绝对值为

|unx
n| = (n!)2

(2n)!
(4)n =

(2n)!!(2n)!!

(2n)!!(2n− 1)!!
=

(2n)!!

(2n− 1)!!
> 1

不收敛到零. 因此级数在收敛区间端点处发散.
对于

+∞∑
n=1

an
2

xn: (4 分) 我们有一般项系数un = an
2 . 故

ρ = lim
n→+∞

n
√
an2 = lim

n→+∞
an = 0,

因此级数的收敛半径为R = +∞, 收敛区域为 (−∞,+∞).
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第八题 (10 分) 设 p > 0, 证明级数
+∞∑
n=1

(−1)n+1

np

收敛, 且和在 1
2
和 1之间. (提示: 当x > 0时, f(x) = 1/xp是凸函数.)

Answer: (3 分) 交错级数 + 一般项递减收敛到 0, 所以级数收敛.
(2 分) 首项 u1 = 1, 所以级数小于 1.
(5 分) 因为凸函数, 偶数项

u2k = − 1

kp
≥ − 1

2

[
1

(k − 1)p
+

1

(k + 1)p

]
= − 1

2
[u2k−1 + u2k+1],

从而

S2n =
2n∑
k=1

uk ≥ 1
2
u1 − 1

2
u2n+1 以及 S2n+1 ≥ 1

2
u1 +

1
2
u2n+1.

部分和序列收敛值 limn→∞ Sn ≥ 1
2
u1 =

1
2
.
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