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…………………………………………………………………………… 

一、选择题（20分，每题 4分） 

1. 已知函数 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 在点 (0,0) 的某个邻域内连续, 且 lim𝑥𝑥→0
𝑦𝑦→0

 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)−𝑥𝑥𝑥𝑥
(𝑥𝑥2+𝑦𝑦2)2 = 1, 

则 (D) 

(A) 点 (0,0) 不是 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 的极值点 (B) 点 (0,0) 是 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 的极大值点. 

(C) 点 (0,0) 是 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 的极小值点 (D) 根据所给条件无法判别点(0,0)是
否为 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 的极值点. 

2. lim
𝑛𝑛→∞

 ∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ∑  𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
𝑛𝑛

(𝑛𝑛+𝑖𝑖)(𝑛𝑛2+𝑗𝑗2) =(D) 

(A) ∫0
1 d𝑥𝑥∫0

𝑥𝑥   1
(1+𝑥𝑥)(1+𝑦𝑦2) d𝑦𝑦    (B) ∫0

1 d𝑥𝑥∫0
𝑥𝑥   1

(1+𝑥𝑥)(1+𝑦𝑦)
d𝑦𝑦. 

(C) ∫0
1 d𝑥𝑥∫0

1   1
(1+𝑥𝑥)(1+𝑦𝑦)

d𝑦𝑦    (D) ∫0
1 d𝑥𝑥∫0

1   1
(1+𝑥𝑥)(1+𝑦𝑦2) d𝑦𝑦. 

3. 在曲线 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡,𝑦𝑦 = −𝑡𝑡2, 𝑧𝑧 = 𝑡𝑡3 的所有切线中, 平面 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 4 平行的

切线(B) 

(A) 只有 1 条     (B) 只有 2 条. 

(C) 至少有 3 条    (D) 不存在. 

4. 二元函数 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 在点 (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) 处两个偏导数 𝑓𝑓𝑥𝑥 (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0),𝑓𝑓𝑦𝑦 (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) 存在

是 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 在该点连续的 (D) 

(A) 充分条件而非必要条件   (B) 必要条件而非充分条件. 

(C) 充分必要条件     (D) 既非充分条件又非必要条件. 

5. 设有空间区域 Ω1: 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 ⩽ 𝑅𝑅2, 𝑧𝑧 ⩾ 0; 及 Ω2: 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 ⩽ 𝑅𝑅2, 𝑥𝑥 ⩾
0, 𝑦𝑦 ⩾ 0, 𝑧𝑧 ⩾ 0, 则 (C) 



(A) ∭Ω1
 𝑥𝑥 d𝑣𝑣 = 4∭Ω2

 𝑥𝑥 d𝑣𝑣   (B) ∭Ω1
 𝑦𝑦 d𝑣𝑣 = 4∭Ω2

 𝑦𝑦 d𝑣𝑣. 

(C) ∭Ω1
 𝑧𝑧 d𝑣𝑣 = 4∭Ω2

 𝑧𝑧 d𝑣𝑣.   (D) ∭Ω1
 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 d𝑣𝑣 = 4∭Ω2

 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 d𝑣𝑣. 

二、填空题（20分，每题 4分） 

1. 设二元函数 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 在全平面 ℝ2 上可微, (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 为平面 ℝ2 上给定的一

点, d𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 3 d𝑥𝑥 − d𝑦𝑦,则极限 lim𝑥𝑥→0  
𝑓𝑓(𝑎𝑎+𝑥𝑥,𝑏𝑏+𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑎𝑎,𝑏𝑏)

𝑥𝑥
=___2_____. 

2. 由方程 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = √2 所确定的函数 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 在点 

(1,0,−1) 处的全微分 d𝑧𝑧 =_𝑑𝑑𝑑𝑑 − √2𝑑𝑑𝑑𝑑___. 

3. 由曲线 �3𝑥𝑥
2 + 2𝑦𝑦2 = 12

𝑧𝑧 = 0
, 绕 𝑦𝑦 轴旋转一周得到的旋转面在点 (0,√3,√2) 

处的指向外侧的单位法向量为_(0,�2
5

,�3
5
)___. 

4. 设区域 𝐷𝐷 为 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ⩽ 𝑅𝑅2, 则 ∬𝐷𝐷  �
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+ 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
�d𝑥𝑥d𝑦𝑦 =_

𝜋𝜋𝑅𝑅4

4
( 1
𝑎𝑎2

+ 1
𝑏𝑏2

)__. 

5. 设𝑧𝑧 = 1
𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),𝑓𝑓,𝜑𝜑具有二阶连续导数, 则

∂2𝑧𝑧
∂𝑥𝑥 ∂𝑦𝑦

=_− 1
𝑥𝑥
𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑥𝑥) +

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑦𝑦 + 1
𝑥𝑥
𝑓𝑓′(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝜙𝜙′(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝜙𝜙′′(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)__. 

 

三、（10分）求与两直线�
𝑥𝑥 = 1,
𝑦𝑦 = −1 + 𝑡𝑡, 及
𝑧𝑧 = 2 + 𝑡𝑡

𝑥𝑥+1
1

= 𝑦𝑦+2
2

= 𝑧𝑧−1
1
 都平行, 且过原点的平

面方程 

 

答： 
由题意可知，两直线的方向向量分别为： 

𝑎⃗𝑎 = (0,1,1)和𝑏𝑏�⃗ = (1,2,1) --------------------------------------------(2’) 

那么与两直线都平行的平面的法向量𝑛𝑛�⃗ = 𝑎⃗𝑎 × 𝑏𝑏�⃗  

计算可得𝑛𝑛�⃗ = (−1,1,−1)----------------------------------------------(4’) 
又平面过原点𝑂𝑂(0,0,0) 
故平面的点法式方程为−𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 0----------------------------------(4’) 
 

四、（10分）求函数在指定点 P沿指定方向 L 的方向导数，函数 u = ln r，其中

r = �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2，P (3, 4, 12)，L = (3, 6, -2). 



 

解： 
由题意可知 

𝑢𝑢𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑥𝑥

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2
 

𝑢𝑢𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑦𝑦

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2
 

𝑢𝑢𝑧𝑧 =
𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑟𝑟

⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑧𝑧

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2
 

带入 P 点坐标可得 

𝑢𝑢𝑥𝑥(3,4,12) = − 3
169

；𝑢𝑢𝑦𝑦(3,4,12) = − 4
169

；𝑢𝑢𝑧𝑧(3,4,12) = − 12
169

 -------------（4‘） 

 
方向 L 的单位方向向量为 

𝑒𝑒𝑙𝑙���⃗ = �3
7

, 6
7

,−2
7
�---------------------------------------------------（2‘） 

 
 带入计算有： 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

(3,4,12)
= − 3

169
× 3

7
− 4

169
× 6

7
+ 12

169
× 2

7
= − 9

1183
--------------------------（4‘） 

 

五、（10分）利用二重积分求由不等式 𝑟𝑟 ≤ 𝑎𝑎(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) 及 𝑟𝑟 ≤ 𝑎𝑎 所决定图形 D的

面积. 

 

解：由𝑎𝑎(1 + cos 𝜃𝜃) = 𝑎𝑎，可得𝜃𝜃 = 𝜋𝜋
2

, 3𝜋𝜋
2
.-------------------------(2’) 

由对称性， 

 𝑆𝑆  = 2 �∫ 𝑑𝑑𝜃𝜃 ∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎
0

𝜋𝜋
2
0 + ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜋𝜋

𝜋𝜋
2

∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎(1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)
0 �----------------------(4’) 

            = 2∫ 1
2
𝑎𝑎2𝑑𝑑𝜃𝜃

𝜋𝜋
2
0 + 2∫ 1

2
𝜋𝜋
𝜋𝜋
2

𝑎𝑎2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)2𝑑𝑑𝑑𝑑 

            = 1
2
𝜋𝜋𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2 ∫ (1 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)𝜋𝜋

𝜋𝜋
2

𝑑𝑑𝑑𝑑 

            = 1
2
𝜋𝜋𝑎𝑎2 + �3

4
𝜋𝜋 − 2� 𝑎𝑎2 

            = �5
4
𝜋𝜋 − 2� 𝑎𝑎2-----------------------------------------(4’) 

 

六、（10分）已知曲线 𝐶𝐶: �𝑥𝑥
2 + 𝑦𝑦2 − 2𝑧𝑧2 = 0
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 5 , 求曲线 𝐶𝐶 上距离 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 平面最



远和最近的点的坐标. 

 

解： 构造拉格朗日函数为 

  𝐿𝐿(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝜆𝜆, 𝜇𝜇) =  𝑧𝑧2 + 𝜆𝜆(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 2𝑧𝑧2) + 𝜇𝜇(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 − 5) ------(2’) 

求解方程组： 

        

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐿𝐿𝑥𝑥 = 2𝜆𝜆𝜆𝜆 + 𝜇𝜇 = 0,
𝐿𝐿𝑦𝑦 = 2𝜆𝜆𝜆𝜆 + 𝜇𝜇 = 0,

𝐿𝐿𝑧𝑧 = 2𝑧𝑧 − 4𝜆𝜆𝜆𝜆 + 3𝜇𝜇 = 0
𝐿𝐿𝜆𝜆 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 2𝑥𝑥2 = 0,
𝐿𝐿𝜇𝜇 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 − 5 = 0.

,------------------------------(4’) 

解得 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦,  从而 � 2𝑥𝑥
2 − 2𝑧𝑧2 = 0,

2𝑥𝑥 + 3𝑧𝑧 = 5.
  解得 �

𝑥𝑥 = −5,
𝑦𝑦 = −5
𝑧𝑧 = 5,

, 或 �
𝑥𝑥 = 1,
𝑦𝑦 = 1,
𝑧𝑧 = 1.

----------(4’) 

故所求点依次为(-5,-5,5)和(1,1,1) 
  

 

七、（10分）�
𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑢𝑢, 𝑣𝑣 + 𝑦𝑦),
𝑣𝑣 = 𝑔𝑔(𝑢𝑢 − 𝑥𝑥, 𝑣𝑣2𝑦𝑦),其中𝑓𝑓,𝑔𝑔有一阶连续偏导数，求

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥
,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
. 

 

解： 

设�
𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑦𝑦,𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑢𝑢 − 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑢𝑢, 𝑣𝑣 + 𝑦𝑦)
𝐺𝐺(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑢𝑢,𝑣𝑣) = 𝑣𝑣 − 𝑔𝑔(𝑢𝑢 − 𝑥𝑥, 𝑣𝑣2𝑦𝑦) 

则 

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= −1
𝐽𝐽
𝜕𝜕(𝐹𝐹,𝐺𝐺)
𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑣𝑣)，

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= −1
𝐽𝐽
𝜕𝜕(𝐹𝐹,𝐺𝐺)
𝜕𝜕(𝑢𝑢,𝑥𝑥) 

其中 

𝐽𝐽 =
𝜕𝜕(𝐹𝐹,𝐺𝐺)
𝜕𝜕(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �

𝐹𝐹𝑢𝑢 𝐹𝐹𝑣𝑣
𝐺𝐺𝑢𝑢 𝐺𝐺𝑣𝑣

� 

即 

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= −
�𝐹𝐹𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑣𝑣
𝐺𝐺𝑥𝑥 𝐺𝐺𝑣𝑣

�

�𝐹𝐹𝑢𝑢 𝐹𝐹𝑣𝑣
𝐺𝐺𝑢𝑢 𝐺𝐺𝑣𝑣

�
，𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
= −

�𝐹𝐹𝑢𝑢 𝐹𝐹𝑥𝑥
𝐺𝐺𝑢𝑢 𝐺𝐺𝑥𝑥

�

�𝐹𝐹𝑢𝑢 𝐹𝐹𝑣𝑣
𝐺𝐺𝑢𝑢 𝐺𝐺𝑣𝑣

�
---------------------------------------(4’) 

我们已知𝐹𝐹、𝐺𝐺，且𝑓𝑓，𝑔𝑔有一阶连续偏导数，可求 

� 𝐹𝐹𝑥𝑥 = −𝑢𝑢𝑓𝑓1,𝐹𝐹𝑢𝑢 = 1 − 𝑥𝑥𝑓𝑓1,𝐹𝐹𝑣𝑣 = −𝑓𝑓2
𝐺𝐺𝑥𝑥 = 𝑔𝑔1,𝐺𝐺𝑢𝑢 = −𝑔𝑔1,𝐺𝐺𝑣𝑣 = 1 − 2𝑣𝑣𝑣𝑣𝑔𝑔2

----------------------------------(4’) 

代入上述公式得 

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= −
𝐹𝐹𝑥𝑥𝐺𝐺𝑣𝑣 − 𝐹𝐹𝑣𝑣𝐺𝐺𝑥𝑥
𝐹𝐹𝑢𝑢𝐺𝐺𝑣𝑣 − 𝐹𝐹𝑣𝑣𝐺𝐺𝑢𝑢

=
𝑢𝑢𝑓𝑓1(1 − 2𝑣𝑣𝑣𝑣𝑔𝑔2)− 𝑓𝑓2𝑔𝑔2

(1− 𝑥𝑥𝑓𝑓1)(1− 2𝑣𝑣𝑣𝑣𝑔𝑔2)− 𝑓𝑓2𝑔𝑔1
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

= −𝐹𝐹𝑢𝑢𝐺𝐺𝑥𝑥−𝐹𝐹𝑥𝑥𝐺𝐺𝑢𝑢
𝐹𝐹𝑢𝑢𝐺𝐺𝑣𝑣−𝐹𝐹𝑣𝑣𝐺𝐺𝑢𝑢

= 𝑢𝑢𝑓𝑓1𝑔𝑔1−(1−𝑥𝑥𝑓𝑓1)𝑔𝑔1
(1−𝑥𝑥𝑓𝑓1)(1−2𝑣𝑣𝑣𝑣𝑔𝑔2)−𝑓𝑓2𝑔𝑔1

 --------------------------------(2’) 

 



八、（10分）平面上有一半圆形薄片 D，该薄片 D中点的坐标满足 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 𝑎𝑎2, (−𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑎𝑎, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑎𝑎) 

其上每一点的密度等于该点的纵坐标，求物体的重心𝐺𝐺. 
 
解： 

已知该半圆形物体的曲面方程和每点密度，可得 

�
𝑥𝑥𝐺𝐺 = 0

𝑦𝑦𝐺𝐺 = ∬ 𝑦𝑦2𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑑𝑑

∬ 𝑦𝑦𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑑𝑑
 -----------------------------------------------(2’) 

由于积分区域为半圆形，可转换为极坐标形式简化计算 

𝑦𝑦𝐺𝐺 = ∬ 𝑟𝑟3 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷
∬ 𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

-------------------------------------------(4’) 

𝑦𝑦𝐺𝐺 =
∫ 𝑟𝑟3 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎
0 ∙ ∫ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜋𝜋

0

∫ 𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎
0 ∙ ∫ sin𝜃𝜃𝜋𝜋

0 𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝑦𝑦𝐺𝐺 =
�1

4 𝑟𝑟
4� �𝑎𝑎0 ∙ �

1
2𝜃𝜃 −

1
4 sin 2𝜃𝜃 � �𝜋𝜋0

�1
3 𝑟𝑟

3� �𝑎𝑎0 ∙ (− cos𝜃𝜃)�𝜋𝜋0
 

𝑦𝑦𝐺𝐺 =
1
4𝑎𝑎

4∙12𝜋𝜋
1
3𝑎𝑎

3∙(cos0−cos𝜋𝜋)
= 3

16
𝜋𝜋𝜋𝜋-------------------------------------(4’) 

所以物体的重心 G 为�0, 3
16
𝜋𝜋𝜋𝜋� 

 


